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Solutii

1. a) Presupunem ca f poate fi strict descrescatoare. Atunci, f o f este strict crescatoare, iar functia
g:A—> R, g(x)=2016- f (x)—2015x este strict descrescatoare, contradictie.

b) De exemplu, functiile f, :R >R, f, (X) =2015x+a, a€R sunt solutii.

c) Fie neN,n>2si A={a;,ay,...,8,}, CU & <ay<...<a,.

Se aratd usor ca f este injectiva.

Multimea A fiind finitd, rezultd ca f este si surjectivd. Asadar exista a, € A astfel incat f (a,)=a;.

f(f(a ))+2015-a .
( ( K )) kS 8 +2015-3 , de unde rezultd ca a; > ay .
2016 2016

Dar a, <@, decia =ay, adicd f(a)=4a. Deoarece a, =min{a,, ..., a,}, rationand la fel obtinem ca

Atunci, a; = f (g )=

f (ay)=a,. Inductiv, rezulti ca Vi=1n, f(g)=4a;, deci singura solutie este functia 1, .

2. 2016920152014 , 90141092016 2017 oy, 9(14'002015 2016 -, 501141002016 2017 |0 g, 0, - 2016 > 10gp55 2017 <

lg2016 _ 192017
Ig2015 ~ 192016

Dar \lg2015-1g 2017 < 9 2015; 192017 _ |, /20152017 < Ig 2016

& 19?2016 > 19 2015-1g 2017 < /lg 2015-1g 2017 < 1g 2016 .

3. Conditii de existenta: X, Yy e (O, oo).
a) log, (x+y)=log, x+log, y < x+y=x-y < (x—-1)(y—1)=1 si orice pereche (X, y), cu X

este solutie.

b) Alegem y:ak, cu keN, k>2.Obtinem Ioga(x+ak):loga(xk)<:>x+ak:xk si apoi
142 gk = ykot (2)
X

. 1 _
Fie f,g:(0,0)>R, f (x)=1+—-ak, g(x) X<t
X
Deoarece f este strict descrescatoare si g este strict crescatoare, ecuatia (l) are cel mult o solutie.

lLa>1. f (1) >0 (l) si f (2a) <g (Za) => ecuatia are o unica solutie, X, care apartine intervalului (1, 2a) :

I.a<1. f (l) >0 (1) si f (z) <g (z] —> ecuatia are o unicd solutie, X, , care apartine intervalului [1, gj .
a a a
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4. Alegem un reper cartezian cu centrul in O si notdm cu literele mici corespunzitoare afixele punctelor din
problema.

Avem h=a+b+c, HA=|h—a|=|b+c|=0OM unde astfel incat OBMC e un paralelogram, cu M (b+c).
Din ipotezd, HA=0OA=R, unde R este raza cercului C(O, R), circumscris triunghiului ABC .
Asadar OM =OA=R, deci M (b+c)eC(O,R),iar OBMC este un romb.

Deoarece m(BMC):m(BOC):2-m(A),rezulté ca m(A):60°. Analog, din HB =OB deducem ca
m(B) = 60", deci triunghiul ABC este cchilateral. Rezultd c& m(C ) = 60", deci P(a+b)eC(O, R).

Obtinem HC=|h—C|=|a+b|=OP=R.



